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Abstract—We first present a detailed review of two popular
classes of model based synchrophasor estimators. They are
the discrete Fourier transform (DFT) and the Taylor-Fourier
transform (TFT) class estimators, which arise from constant
or polynomial phasor models, respectively. Limitations of
these techniques, arising from the models themselves, are
exposed. These limitations make the original DFT and TFT
approaches unfitted for situations where the phasor can not
be properly described in such simple terms. This issue can be
addressed with the recently introduced convex semi-infinite
programming (CSIP) based estimators, which are also
reviewed. In particular, we present the constraints associated
with the tests which are most critical for the model based
methods, showing how to precisely control the estimators
performance in those cases. Finally, we show that the DFT
and TFT estimators are particular instances of the CSIP
estimator, so that there exists a connection between these
two apparently different approaches. This opens the door for
future analyses and developments.

Resumen— Presentamos en primer lugar una reseia
de dos populares clases de métodos de estimacion de
sincrofasores. Ellas son la clase de métodos basados en la
transformada de Fourier discreta (DFT) y la transformada
de Taylor-Fourier (TFT), que surgen de un modelo de
fasor constante y polinomico, respectivamente. Se exponen
las limitaciones de estos métodos, que surgen por los
propios modelos asumidos, lo cual los hace poco apropiados
en situaciones donde el fasor no puede representarse en
términos tan simples. Este problema puede resolverse con los
estimadores basados en optimizacion convexa semi-infinita
(CSIP), un enfoque novedoso que también es descripto. En
particular, enfatizamos las restricciones asociadas con las
situaciones mas criticas para los métodos basados en modelos,
mostrando como controlar precisamente el desempeio de
los estimadores en dichos casos. Finalmente, mostramos que
los estimadores DFT y TFT son instancias particulares del
estimador CSIP, de modo existe una conexion entre estos dos
enfoques aparentemente diferentes. Esto abre la puerta para
futuros analisis y desarrollos.

I. INTRODUCCION
A. Contexto

En los dltimos afios ha cobrado un gran interés, princi-
palmente por su gran impacto potencial a nivel mundial,
el paradigma de red eléctrica inteligente (en inglés Smart
Grid o SG) [1]. Una SG busca alcanzar altos niveles de efi-
ciencia y confiabilidad mediante la integracién de distintos
recursos como sensores inteligentes para monitoreo, fuentes
de energia renovables, generacion distribuida de energia,
control robusto y automadtico, seguridad cibernética, etc. La
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confluencia de estos elementos involucra diversas dreas de
ingenieria eléctrica y electrénica, asi como 4dreas de ciencias
de la computacion.

Las unidades de medicién fasorial (PMUs) son una com-
ponente fundamental de las SGs [2] pues permiten obtener
practicamente en tiempo real los pardmetros mds impor-
tantes de las sefiales de tension y corriente en nodos criticos
de la red eléctrica. Concretamente, dichos pardmetros son:
amplitud y fase (o conjuntamente fasor), frecuencia, y tasa
de variacion de frecuencia (ROCOF). La gran ventaja de esta
tecnologia, con respecto a los sistemas tradicionales, radica
en que las mediciones de los PMUs estdn sincronizadas al
estandar de tiempo UTC, tipicamente por medio de un re-
ceptor GPS. Esta caracteristica es lo que permite integrar en
forma coherente mediciones de PMUs en grandes regiones
geograficas, lo cual aporta informacién muy valiosa de la
red eléctrica. De hecho, dicha informacién tiene un impacto
directo en las diversas aplicaciones de estos sistemas de
medicion de gran drea (WAMS) [3].

Idealmente, las sefales de tensién son sinusoidales puras
de frecuencia 50 o 60 Hz (dependiendo del pais), pero en
la practica existirdn pequefias perturbaciones con respecto
a los pardmetros nominales que es importante observar
periddicamente. Estas perturbaciones pueden ser, por ejem-
plo, corrimientos en la frecuencia, modulaciones en amplitud
o en fase, rampas en frecuencia, saltos en amplitud o en
fase, etc. A su vez, la sefial puede estar contaminada por
armonicas, interarménicas y ruido. Otro requisito importante
es que la latencia de las mediciones debe ser suficientemente
pequeiia, lo cual es particularmente critico en aplicaciones
de control y proteccién. Por esta razén, las mediciones de
los PMUs deben satisfacer un conjunto de especificaciones
estrictas, que estdn establecidas en el estandar de sincrofa-
sores IEEE Std. C37.118.1-2011 [4] y su posterior enmienda
IEEE C37.118.1a-2014 [5]. En adelante, por conveniencia,
nos referiremos a estos estdndares simplemente como el Std.

B. Definicion de Sincrofasor, Frecuencia y ROCOF

La representacion fasorial de sefiales senoidales es muy
comun en el andlisis de circuitos electrénicos y sistemas
eléctricos. Sea

x(t) = acos(27 fot + &),

©06)

ey



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Revista elektron, Vol. 1, No. 2, pp. 79-90 (2017)

una onda senoidal, donde fj es la frecuencia nominal, a es
la amplitud y ¢ la fase. Su representacién fasorial' se define
como

X =ael?. 2)

Cuando el origen temporal ¢ = 0 coincide exactamente con
el paso de un segundo en el estandar de tiempo UTC, X
se denomina representacién sincrofasorial de x(t). En este
caso, ¢ representa la diferencia de fase con respecto a un
coseno de frecuencia fj sincronizado con el tiempo UTC.
En forma mdés general, la amplitud y la fase dependen del
tiempo: a = a(t), ¢ = ¢(t). En este caso, la seiial de tensi6én
o corriente se puede escribir como

x(t) = a(t) cos[2m fot + ¢(t)],

y su sincrofasor es

3

X(t) = a(t) 2, )

Entonces, en general, los sincrofasores varfan en el tiempo.
La frecuencia y la ROCOF instantdneas (con respecto a
los valores nominales fo y 0, respectivamente) se definen
a partir de la primera y segunda derivadas de la fase:

1d

£t = o+ 5220 5)
d2

ROCOF(t) = % d(igt). ©)

C. Definicion de Métricas de Desemperio

El Std. define tres métricas de desempefio que se utilizan
para evaluar todos los tests?: error vectorial total (TVE),
error en frecuencia (FE) y error en tasa de variacién de
frecuencia (RFE). El TVE se define del siguiente modo:

[ X(t) = X(0)]

VRO =k @
donde X (t) es el sincrofasor en el tiempo ¢ y X (t) es su
estimacion para dicho instante de tiempo. Es decir, no es
otra cosa que el médulo del error relativo. Gréﬁcamglte,
se puede interpretar como la distancia entre X (t) y X(t)
normalizada por | X (¢)|. Generalmente, para estar en norma
el fasor estimado debe ser tal que el TVE sea menor a algin
valor, por ejemplo, el 1 %. Notar que cuanto mayor es el
error en amplitud, menor es la tolerancia en el error de fase
y viceversa. El FE se define como el error absoluto entre
la frecuencia instantdnea f(t) de la sefial y su estimaci6n
F(o):

FE(t) = [f(t) — f(1)]- ®)
El RFE se define como el error absoluto entre la ROCOF
instanténea f’(t) de la sefial y su estimacién f(t):

RFE(t) = |f'(t) — f'(1)|

"Muchas veces se trabaja con el fasor RMS definido como Xgrms =
X /+/2. Sin embargo, aqui preferimos por simplicidad trabajar con el fasor
X. Obviamente siempre se puede obtener una representacion a partir de la
otra con un simple cambio de escala.

2La excepcidn es el test de saltos en amplitud y fase, donde se definen
otras métricas de desempefio para evaluar las respuestas transitorias. Ellas
son: el sobrepico, los tiempos de respuesta del TVE, FE y RFE, y el tiempo
de retardo.

C))
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D. Clases de PMUs

El Std. define dos clases de desempefio para el PMU: clase
M y clase P. La clase M, o de Monitoreo, es la clase mas
adecuada para aplicaciones que requieren mediciones de alta
exactitud y admiten una latencia considerable en el reporte
de las mediciones. En cambio, la clase P, o de Proteccion,
se utiliza en aplicaciones que exigen respuestas rapidas pero
de menor exactitud. Como es de esperarse, los requisitos
de respuesta rapida y alta exactitud constituyen uno de los
compromisos mas importantes en esta aplicacion.

E. Reporte de Estimaciones

El PMU reporta los datos a un concentrador de datos para
su posterior uso con una tasa dada. Cabe notar que dicha tasa
no estd relacionada con la tasa de muestreo del conversor
AD dentro del PMU, sino que de acuerdo al Std. debe ser
igual a un submiiltiplo de la frecuencia nominal del sistema.
Para fy = 50 Hz, se exige que la tasa de reporte F pueda
tomar los valores 10,25 y 50 reportes por segundo (fps).
Cada tasa de reporte representa un modo de funcionamiento
diferente del dispositivo pues tiene distintos requisitos.

F. Consideraciones de Latencia

La latencia del PMU se define como la diferencia tem-
poral entre el instante en que los datos se encuentran
disponibles a la salida del PMU y el instante exacto del
tiempo de reporte indicado por la etiqueta temporal. Los
limites maximos dependen principalmente de la tasa de
reporte y la clase del PMU, ya que estos factores determinan
el tipo de filtrado que se realiza. Concretamente, los limites
de latencia son 2/F; y 7/F; para el desempefio clase P y
clase M respectivamente.

G. Motivacion y contribucion del articulo

Los métodos mds importantes de estimacion de sincrofa-
sores, basados en modelos de fasor constante o polinémico,
tienen claras limitaciones impuestas por los mismos mod-
elos. Luego de disctuir esto, presentamos un enfoque muy
general introducido recientemente basado en técnicas de op-
timizacién convexa semi-infinita> y mostramos la conexién
que tiene con los métodos previos. Cabe mencionar que
existen otros articulos que presentan una comparacién de
distintos métodos [6]-[8]. La contribucién principal de este
articulo es ampliar la perspectiva del estado del arte de
la estimacién de sincrofasores y enriquecerla con nuestras
contribuciones en el drea.

H. Organizacion del articulo

El resto del articulo estd organizado del siguiente modo.
En la Seccién II presentamos algunas consideraciones gen-
erales, comunes a todos los algoritmos. Luego, en la Seccién
IIT discutimos en detalle los métodos basados en la DFT,
y luego mostramos sus limitaciones. El mismo andlisis se
realiza para los métodos basados en la TFT en la Seccién IV.
Posteriormente, en la Seccidn V se presentan los métodos de
disefio de filtros basados en CSIP, asi como su relacion con
los métodos previos, mostrando la generalidad del enfoque
de optimizacién. Finalmente, concluimos el articulo en la
Seccién VIL

3Puede pensarse que el método basado en optimizacién se construye a
partir de una familia infinita de modelos, como veremos en la Seccién V.
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II. PRELIMINARES

A. Preprocesamiento

Todos los algoritmos que vamos a analizar en este trabajo
parten de mediciones que se tienen de una sefal trifasica de
tensién o corriente, que es digitalizada mediante un conver-
sor AD, produciendo una sefial vectorial que denotaremos
Xabe[n] = [za[n], 2p[n], 2c[n]]T, donde a,b,c representan
cada una de las fases del sistema eléctrico, y que se puede
descomponer del siguiente modo

Xabc[n] = Sabc [n] + nabc[n]a (]O)
donde sgpe[n] es la componente fundamental de interés
Yy Ngpe[n] rtepresenta interferencias (arménicas e inter-
arménicas) y ruido. En general, sq.[n] puede representarse
como la suma de las componentes simétricas instantidneas
[9], tal como se muestra en la Ec. (11) (ver parte in-
ferior de la siguiente pdgina), donde a;[n] = a;(nT) y
¢i[n] = ¢;(nT), con i a,b,c,0,1,2, son la amplitud
y fase instantdneas de cada fase (a, b, c) o componente (0,1
0 positiva,2 o negativa) correspondiente, wg es la frecuencia
angular nominal del sistema de potencia, T' = 27/ (Cwy) es
el periodo de muestreo, siendo C la cantidad de muestras
que se obtienen por ciclo nominal, y vy = woT = 27 /C.

Sin embargo, los algoritmos no operan directamente con
la sefial X4pc[n], sino que primero la transforman con el
fin de construir mediciones directas del fasor de secuencia
positiva de la componente fundamental, que posteriormente
serdn procesadas para obtener las estimaciones del sincrofa-
sor, la frecuencia y la ROCOF. Como esta etapa es general,
independiente de la eleccion del algoritmo de estimacion,
se presenta en esta seccién. Dicha conversion se basa en las
transformaciones* de Clarke (o transformacién o3v) y de
Park (o transformacién abc—dqo), que son transformaciones
de coordenadas frecuentemente utilizadas en el andlisis de
sistemas de potencia trifdsicos [10]. Ambas son transforma-
ciones lineales. La transformacion de Clarke queda definida
por la matriz constante

(12)

mientras que la transformacién de Park se puede representar
por la siguiente matriz variante en el tiempo

| Snlgeolrh].
13

]

(13)
donde ¢, 0[n] = von, dpo[n] = von — 27/3 y ¢co[n] =
von + 2w /3. Operando, obtenemos que

[ﬂﬁd [n]
} + Cngpe[n], (14

2

3

cos(¢a0[n])
- Sin((ba,O[n])

cos(¢p,0[n]

Pln] = —sin(¢p,0[n]

)
)

cos(von + ¢1[n])
sin(von + ¢1[n])

Xdq[n] =

} = CXape[n] = a1[n] [

cos(—von — ¢2[n])
+az[] [sin(l/on — ¢2[n))

z4[n]

“4Estrictamente, usamos las transformaciones de Clark y Park reducidas
pues tanto la componente v como la componente cero (o) no contienen
informacién del sincrofasor y, por lo tanto, no son calculadas.
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cos(¢r [n])}
sin(¢1[n])

} + Pln|ngp[n].
(15)

Es fécil ver que hay una simple relacién entre ambas trans-
formaciones, a saber, P[n] = R(—vyn)C, donde R(—von)
es una matriz de rotaciéon en un dngulo —ryn en sentido
antihorario. En general, los algoritmos se formulan a partir
de la sefial z4[n]+ jzq[n|, pero equivalentemente se pueden
formular a partir de la sefial yq[n] + jyq[n], lo cual muchas
veces ofrece una version simplificada del método en cuestién
y revela mas claramente la esencia del mismo.

Observando la ecuacion (15), es claro que el primer
término se puede identificar como el sincrofasor X|[n],
mientras que los otros términos representan el efecto de la
componente negativa, interferencias y ruido. Cabe destacar
algunas ventajas de esta transformacién [11]:

_ |valn] _
yalo] = |40 = Plbcala] = ala] |
cos(—2vpn — ¢2[n])
+aa[] {sin(—21/§n — ¢2[n])

1) A diferencia de una demodulacién monofésica, no
genera un término de doble frecuencia para sefiales
de entrada balanceadas, es decir, con ag[n] = 0y
as[n] = 0.

Filtra por completo la componente cero que, como
mencionamos previamente, no contiene informacién
dtil para nuestro problema.

La frecuencia de la componente positiva es mapeada
a 0 rad./muestra, mientras que la componente neg-
ativa es trasladada a —21y rad./muestra. Este de-
sacoplamiento en frecuencia tiene el efecto de pro-
ducir una mayor robustez ante desbalanceos de la
seflal de entrada.

2)

3)

B. Algoritmos de procesamiento por bloques

Los métodos basados en procesamiento por bloques
parten de un conjunto finito de datos a partir del cual se
deben estimar los pardmetros de interés. Concretamente,
la formulacién general es la siguiente. A partir de N
muestras de una sefial de tension o corriente se pretende
estimar mediante alguna operacién matematica el fasor,
la frecuencia, y la ROCOF correspondientes al tiempo de
reporte. Por simplicidad, supondremos que el nimero de
muestras en un bloque es impar. Entonces, denotaremos por
X = {Tptnen = [2_R,.. L ag)t € CN al vector
de muestras en un bloque de la sefial x4[n] + jzq[n] y por
Y = {Untnexn = W-r,--- %0, ,yr]" € CV al vector
de muestras del mismo bloque de la sefial yq[n] + jy,[n],
donde R = Y1 y N = {=R,...,R}. La relacién entre
las componentes de ambos vectores es simplemente

2
neN.

Ademads, asumimos que el tiempo de reporte de las medi-
ciones siempre coincide con el instante de tiempo asociado
a la muestra xy 0 yp, es decir, con el centro del bloque.
Este planteo es habitual en la literatura de sincrofasores,
posiblemente porque es el que se propone en el mismo Std.
[4]. Notar que el hecho de que el tiempo de reporte esté en el
centro del bloque hace que la estimacion sea no causal. Esto
puede llamar la atencién del lector pero no es problemético
pues, como hemos mencionado en la Seccién I-F, el Std.
admite cierta latencia en el reporte de las mediciones de las

R 170 PR

—jron
Yn = Tn€ Jrom,

(16)
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PMUs. De hecho, éste es un tipico problema de suavizado
en procesamiento de sefiales. Sin embargo, es evidente que
el largo del bloque queda delimitado por la latencia maxima
tolerable ¢;,. Concretamente, para no violar esta restriccion,
debemos tener necesariamente que’

tr,
R< —=.
- T

Recordemos que la latencia mixima tolerable depende de
la clase del PMU. Luego, la restriccién sobre el largo del
bloque serd distinta para aplicaciones de proteccién (clase
P) y monitoreo (clase M).

amn

III. ALGORITMOS BASADOS EN LA DFT

Tradicionalmente, el algoritmo que se ha utilizado con
mayor popularidad para estimar el sincrofasor se basa en
una simple transformada de Fourier discreta (DFT) [12]. En
particular, como Unicamente se desea conocer el fasor de la
componente fundamental de la sefial de entrada, la operacion
que se realiza para obtener la estimacion del sincrofasor es
la siguiente:

v 1 —Jron
X:NZx,LeJO. (18)

neN

Si reescribimos X en términos de la sefial {y, }, tenemos

X = % Z Yn -
neN
Luego, la interpretacion de este estimador fasorial es muy
sencilla: X no es otra cosa que el promedio de la sefial
{yn}, es decir, de la sefial {x,} demodulada a frecuencia
nominal. Esta observacién permite hacer algunas conexiones
interesantes que serdn utiles posteriormente:

19)

1) El estimador X se puede interpretar como la salida en
el instante n = 0 de un filtro promediador, es decir,
cuya respuesta impulsiva es

B = = 1{n € N}, (20)
N

donde 1{-} representa la funcién indicadora. Como

el filtro promediador es simplemente un filtro pasa

bajos, esto sugiere que se pueden utilizar otros filtros
pasa bajos, tal como se muestra en el apéndice C del

Std. [4]. Luego, es posible utilizar técnicas de disefo

de filtros para obtener nuevos estimadores fasoriales.

Esta idea se discute en detalle en la Seccién V.

En términos estadisticos, el estimador de la DFT

se puede interpretar como la media muestral de la

secuencia {y,}. Dicho estimador es dptimo en el

2)

SEn rigor, en la préictica debemos considerar un margen de latencia
para los retardos propios del cémputo de las estimaciones. Dichos retardos
dependen del hardware utilizado para la implementacion del algoritmo pero
generalmente son despreciables frente a la latencia propia del esquema de
procesamiento por bloques. Por lo tanto, su contribucién a la latencia serd
ignorada en este trabajo.

siguiente sentido. Supongamos que las mediciones se
pueden modelar como

Tp = Sp + Wy = XeI0" 4+, neN, (21)

donde X = Ae’? es el sincrofasor, {s,} es la sefal
y {u,} es ruido blanco complejo circular Gaussiano
de varianza 0. Las muestras de {y,} son

Yn = X + Up, nenN, (22)

donde v,, = e~9%0"y,,. Por definicién, {v,,} también
es ruido blanco complejo circular Gaussiano. En
forma vectorial, el modelo se puede escribir como

y=X1+v, (23)

donde X es simplemente un pardmetro complejo que
se desea estimar y 1 es un vector de N unos. Luego,
y ~ CN(X1,0%I). Es bien sabido en teorfa de
estimacion que el estimador

= 1
_ Tq\—14T, _ — E
neN

(24)

es eficiente, es decir, es un estimador insesgado que
satisface la cota de Cramér-Rao y, por lo tanto, es
un estimador insesgado de minima varianza [13]. Su
varianza es entonces

2

Na
donde F(X) es la informacién de Fisher de X en y.
Es interesante observar que es posible relacionar am-
bas interpretaciones anteriores mediante el concepto
de filtro adaptado, que es el filtro que maximiza
la relacién sefial a ruido a su salida y actda como
correlador de la sefal y y la sefial constante 1. Este
concepto es cldsico en procesamiento de senales [14].

Var(X) = F~1(X) = (25)

3)

Una propiedad bien conocida de la DFT es su excelente
rechazo de la componente continua y las arménicas en
condiciones de frecuencia nominal, que se puede entender
facilmente a partir de la ortogonalidad de la familia de
sefiales {{e/"o"} . h = 0,..., N —1} [15] suponiendo que
K = N/C € N, siendo K la cantidad de ciclos nominales
dentro del bloque. Concretamente, supongamos que la sefial
es de la forma

$p = XeIVom 4 X ethvon

ne./\/,

donde h € {0,2,..., N —1} es el indice de arménica y X},
es el fasor de la arménica. Ignorando el ruido®, tenemos
entonces que

(26)

N 1 .
X — X _|_ Xhﬁ Z e](h*l)lfo’n — X, (27)

neN

En lo que sigue, salvo cuando se discuta el comportamiento estadistico
de un estimador, siempre ignoraremos el efecto del ruido.

aq[n] cos(von + ¢q[n]) cos(von + ¢oln))
Sabe[n] = | ap[n] cos(von + ¢u[n])

ac[n] cos(von + ¢.[n]) cos(von + ¢oln])

ISSN 2525-0159

= ag[n] | cos(von + ¢o[n]) |+ai[n] |cos(von + ¢1[n] —

82

cos(von + ¢2[n])
) [+az[n] |[cos(von + ¢a[n] + 25) | ,
) cos(von + ¢oln] — 3F)

an

cos(von + ¢1[n])
2?:
3

B,

cos(vgn + ¢1[n] +
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pues >, o el (hmon = (eivon gihvony — (), donde (-,-)
es el producto interno canénico en CV.

A pesar de ser un estimador muy interesante por todas las
propiedades que hemos enunciado previamente, el estimador
de la DFT tiene un comportamiento pobre en condiciones
de frecuencia no nominal [16], lo cual muestra que no es
robusto ante pequefias discrepancias entre el modelo de sefial
y la sefial real. Para comprender este problema, supongamos
ahora que la sefal s,, no tiene frecuencia nominal sino que
existe una pequeifia desviacién § de modo que

Sy = Xeloton, nenN. (28)
Entonces, tendremos
s Dgr(9)
X=—-X 29
N ; (29)

donde Dgr(9) es el kernel de Dirichlet que se puede expresar
como
s

2
é

2

sin(

Dg(d) =) & = ),
neN )
Luego, vemos que el estimador del sincrofasor para frecuen-
cias no nominales se ve afectado por la ganancia Dg(d)/N.
Entonces, podemos observar que el TVE resulta

_ X —X| _|Dg(s)
|X] N

Mediante una expansion en serie de Taylor alrededor de
0 =0, es facil ver que

Dg(6)

N

de modo que el TVE crece aproximadamente en forma
cuadriética con el corrimiento en frecuencia ¢ y el largo del
bloque N. Expresiones andlogas para una sefial monofésica
se pueden encontrar en [16]. Se observa que el compor-
tamiento de la DFT es ain peor en dicho caso por la
presencia de la componente imagen. Del mismo modo,
podemos observar que el rechazo de armoénicas también
sufre en condiciones de frecuencia no nominal pues la
ortogonalidad de las exponenciales complejas deja de ser
vélida.

En la Fig. 1 presentamos un grafico del TVE en funcién
de Af = §/(2nT) para bloques de distinto largo, marcando
el limite del %1 establecido en el Std. considerando T' = 1
ms. También se muestran los puntos Af = 42 Hz que
se corresponden con los limites de frecuencia no nominal
para el PMU clase P. Se puede observar que en todos los
casos el TVE supera la cota del Std. cuando se considera el
rango de frecuencias [45, 55] Hz, que se corresponde con el
PMU clase M. Solamente para el bloque mas corto (de un
ciclo de largo), el TVE satisface la norma para el rango de
frecuencias del PMU clase P.

Una generalizacién natural de la DFT para reducir estos
efectos de leakage, es utilizar una DFT ventaneada o WDFT.
En dicho caso, el estimador se puede escribir como

sin( G0

TVE

€1y

1)

1—

N22 4 ¢4
—1= 58+ O(N'sY),

(32)

)’(\, _ neN ’ (33)
> wn
neN
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K = 3|
—K =4
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Fig. 1: TVE del estimador fasorial basado en la DFT en
funcién del corrimiento en frecuencia Af para bloques de
distinto largo.

donde {w,} son los coeficientes de la ventana elegida. Es
claro que con esta generalizacion, X es simplemente un
promedio ponderado de la sefial {y,, }. El estudio de la influ-
encia de ventanas en aplicaciones de estimacion espectral se
ha estudiado ampliamente [17]-[19]. En particular, una clase
rica de ventanas que se ha propuesto utilizar en la aplicacién
de sincrofasores es la clase cosenoidal [20], que incluye a las
ventanas tradicionales de Hanning, Hamming, Blackman y
Nuttall. Otra ventana atractiva, por ser una aproximacién de
la ventana 6ptima’ de Slepian [15], es la ventana de Kaiser,
que se define como

o (sy1- 1))
Io(B) ’

donde Iy(-) es la funcién de Bessel modificada de orden
cero y 3 es un parametro no negativo que controla la forma
de la ventana. Basicamente, a medida que [ aumenta, el
ancho del 16bulo principal de la ventana aumenta y el drea
de los 16bulos secundarios disminuye. El estimador WDFT
en condiciones de frecuencia no nominal serad

wy, = (34)

necnN,

R X edon _
[ D omen WX W ( (5)7 (35)
D onen Wn w(0)
donde W(v) = > _\wne 7" es la transformada de

Fourier (DTFT) de {w, }. Luego, si la ventana satisface la
condicién
W(=0) _ Da(®)
w@©) — N

(36)

para un rango apropiado de d, se tendrd un mejor compor-
tamiento que con el estimador DFT.

Otro algoritmo muy popular para compensar los errores
que aparecen en condiciones de frecuencia no nominal es el
algoritmo IpDFT o DFT interpolada [21]. La motivacién
del algoritmo es muy sencilla. De la Ec. (35) podemos
apreciar que si conociéramos el corrimiento en frecuencia 4,
podriamos compensar el factor que aparece en el estimador
WDFT perfectamente. En el algoritmo IpDFT, se comienza
por evaluar la WDFT de la secuencia {y, } en la frecuencia
nominal y en los bins adyacentes:

Z(0) = XW(=6),  Z(+e) = XW(+te—6), (37)

"En el sentido de maximizar la relacién energia del 16bulo principal /
energia total de la ventana.
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donde Z(v) es la DTFT de la secuencia {z,}, con z, =
WnYn para todo n € N, y € = 2r/N. Luego, se comparan
los valores de |Z(e)| y |Z(—¢)|. Si |Z(g)| > |Z(—¢)],
tendremos que 6 > 0, y en caso contrario § < 0. Esto asume
que el corrimiento en frecuencia satisface || < /2 [18], lo
cual en general es cierto para la aplicaciéon de sincrofasores,
pero puede no valer para bloques muy largos. Supongamos,
por ejemplo, que se satisface la condicién | Z(g)| > | Z(—¢).
Luego, el siguiente paso es evaluar

L 12| W(=5+e)
TTZ0) T T wW(=9)

donde f(-) es una funcién que depende de la ventana
elegida. Cabe notar que la igualdad v = f(0) es vélida
unicamente para el caso ideal en que no hay ruido ni inter-
ferencia. Finalmente, se busca invertir la relacion anterior
para obtener una estimacién del corrimiento en frecuencia

5= f1(v),

que luego se utilizard para compensar el estimador WDFT
de la Ec. (35). Desde un punto de vista préctico, atn si f(+)
es una funcién muy compleja para invertir analiticamente,
una aproximacién polinémica de f~!(-) puede ser sufi-
cientemente exacta [22]. Cabe notar que por medio del
algoritmo IpDFT, obtenemos ademds de la correccién del
leakage, un estimador de frecuencia. Alternativamente, para
los estimadores DFT y WDFT, se puede utilizar el estimador
que se propone en el Std. basado en diferencias finitas [5].
Del mismo modo, ninguno de los métodos basados en la
DFT proporciona un estimador de ROCOF, de modo que
es razonable utilizar nuevamente el método propuesto en el
Std. Cabe notar que dichos métodos requieren la estimacion
de dos sincrofasores adicionales® por cada tiempo de reporte
que no son reportados pero son necesarios para obtener esti-
maciones de frecuencia y ROCOF suficientemente exactas.
Ademas, como bien se sefiala en el Std., los estimadores
propuestos son muy sensibles al ruido.

= f(9), (38)

(39)

IV. ALGORITMOS BASADOS EN EL MODELO DE
TAYLOR-FOURIER

Una limitacién fundamental de los métodos basados en
la DFT es que asumen, al menos en forma implicita, un
modelo estacionario. Por lo tanto, su desempefio en general
es pobre en condiciones dindmicas, es decir, cuando el
sincrofasor varia en el tiempo significativamente dentro del
bloque de datos [8]. En este sentido, una contribucién muy
importante en el drea de estimacién de sincrofasores fue
el reconocimiento de la gran ventaja de usar un modelo
de fasor dinamico [23]. Concretamente, en dicho trabajo se
plantea un modelo polindmico para el sincrofasor, es decir,
la sefial {z,} toma la siguiente forma

L
T, = g Xmle“’””Jru",
1=0

nenN, 40)

donde Xy,...,X; € C son los parametros del modelo.
El estimador que presentamos a continuacién se conoce

8Si el sincrofasor que se desea estimar es X [n], la implementacién de
los estimadores de frecuencia y ROCOF por diferencias finitas requiere la
estimacién de X[n — 1]y X[n + 1].
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como estimador de Taylor-Fourier (TFT) pues se basa en
una expansién en Taylor del fasor dindmico referido a la
frecuencia fundamental 1. En términos de la sefial {y,},
tenemos que

L
yn:ZXml—l—vn, nenN. (41)
1=0
En forma vectorial podemos escribir entonces
y=NX+v, 42)
donde hemos definido la matriz
1 -R (—R)? (—-R)*
1 —R+1 (—R+1)? (-R+ 1)L
N = . . . . )
1 R R? RE
(43)

y el vector de pardmetros X = [Xy,... X1]7. Notar que el
modelo nuevamente es lineal en los pardmetros y, ademds,
y ~ CN(INNX,o%I). Luego, el estimador de minimos
cuadrados [23] es eficiente [13]:

X =(N"N)"'N"y =Gy, (44)
donde G = (NTN)"'NT. Por lo tanto, su matriz de
covarianza es

Cov(X) = F'(X) = 0?GG" = e (NTN)™!, (45)
donde F'(X) es la matriz de informacién de Fisher de X
en y. Un resultado fundamental de teoria de estimacién
establece que la varianza del estimador de un pardmetro
no puede disminuir, y en general crece, cuando se estima
junto con otros pardmetros [13]. En nuestro caso, esto
significa que la varianza del estimador TFT del sincrofasor
(el pardmetro X() es mayor que la varianza del estimador
DFT (el pardmetro X). Del mismo modo, cuanto mayor sea
L mejor sera la aproximacién polinémica del sincrofasor en
general pero mayor serd la varianza por el hecho de que
el modelo tiene mds pardmetros. Esto es simplemente una
manifestacion de la relaciéon de compromiso que existe entre
el sesgo y la varianza de un estimador. Concretamente, el
sesgo decrece con L pero la varianza crece con L. El caso
L =0, que se corresponde con el estimador DFT clasico da
el estimador de minima varianza pero con un sesgo maximo
para un fasor dindmico. Podemos decir que, en dicho caso, el
modelo es muy simple o existe underfitting. Por el contrario,
cuando se utiliza L > 0, se obtiene una mejor aproximacion
al fasor dindmico a expensas de un incremento en la var-
ianza del estimador. Eventualmente, con L suficientemente
grande, la aproximacién serd excelente, pero a expensas de
un incremento considerable en la varianza. En este caso, el
modelo es demasiado complejo o existe overfitting. Ademis,
siempre se debe tener L < NN para evitar que la matriz G
esté mal condicionada [24].

Es interesante observar que a partir de la estimacién de
los pardmetros X, X1 y X2 se pueden obtener directamente
estimaciones de la frecuencia angular w y la ROCOF angular
«, también en el centro del bloque de datos, explotando las
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relaciones entre las derivadas de un fasor dindmico y su
frecuencia y ROCOF [23], [25]. Las relaciones son:

1 X1

O==—Im| =], (46)

a= % Im é — Re ﬁ Im ﬁ . @
T X9 Xo Xo

Una generalizacién directa del estimador TF, que se presenta
en [24], se basa en resolver un problema de cuadrados
minimos ponderado (WLS) en lugar de un problema de
LS. La motivaciéon es andloga a la que justifica utilizar
un estimador WDFT. Es decir, el estimador del vector de
parametros X surge de resolver

X =(N"W'WN)"'N"W Wy = Gy,

con W diag({wy,}), donde {w,} son los pesos o
coeficientes de la ventana elegida. Por razones obvias, el
estimador de la Ec. (48) se denomina estimador WTF. Por
supuesto, la ecuacidon (48) se reduce a la ecuacién (44)
cuando se toma una ventana rectangular, es decir, W = I.
En [24], los autores proponen trabajar con la ventana de
Kaiser, que hemos introducido en la Ec. (34).

Es interesante analizar, al igual que para el estimador
basado en la DFT, como afecta un corrimiento en frecuencia
a la estimacidén del sincrofasor. Nuevamente, ignoramos el
ruido y partimos del modelo de sefial presentado en la
(28). Entonces, el problema se reduce a hallar la mejor
aproximacién polindmica, en el sentido LS o WLS, de una
sefial exponencial compleja que se puede escribir como

y = Xe(d), (49)

donde e(6) = [e™7%F ... 1,..., e/ La solucién, como
ya vimos, estd dada en general por la ecuacién (48). Es facil
verificar que el TVE y el FE entonces estdn dados por

(48)

TVE = |gge(8) — 1, (50)
1 gie(®)
) ‘Im{ggew)} 5" Gb

donde g;fp es la fila i-ésima de la matriz G coni =0, ..., L.
Ademas, se puede demostrar que en este caso el RFE es nulo
pues los estimadores WTFT se pueden interpretar como un
banco de filtros diferenciador de fase lineal [24], [26]. En
la Figs. 2 y 3 mostramos como afecta el corrimiento en
frecuencia Af = §/(27T) a la estimacién del sincrofasor
y la frecuencia mediante el estimador WTFT utilizando
distintas ventanas de Kaiser, es decir, variando el pardimetro
(. En las simulaciones se utiliza L = 3 tal como se propone
en [24]. Se puede observar que el comportamiento del
estimador mejora al incrementar 3, es decir, cuando el ancho
de banda del espectro de la la ventana es suficientemente
grande. Ademds, el resultado es mejor para bloques de datos
cortos, lo cual es esperable por la naturaleza local de la
aproximacion de Taylor. Sin embargo, cabe notar que esto
también significa que el estimador WTFT sera mas sensible
al ruido y las sefiales de interferencia. En [24], posiblemente
por esta consideracion, se adopta el valor 3 = 8 para bloques
de largo K = 4.

Es interesante preguntarse si es posible usar directamente
L = 2, pues para los pardmetros que nos interesa estimar
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Fig. 2: TVE para el estimador de Taylor-Fourier con L = 3
para distintas ventanas de Kaiser.
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Fig. 3: FE para el estimador de Taylor-Fourier con L = 3
para distintas ventanas de Kaiser.

esto es suficiente, tal como muestran las Ecs. (46) y (47).
Esta pregunta tiene sentido desde un punto de estadistico
pues, como se menciond antes, en general el agregado de
parametros genera un deterioro en la varianza del estimador.
Por lo tanto, tiene sentido intentar usar el valor de L
minimo compatible con nuestro problema. Desafortunada-
mente, como puede verse en la Fig. 4, al utilizar L = 2 el
FE crece considerablemente y excede el limite impuesto por
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el Std., especialmente si se consideran las restricciones de
un PMU clase M. Ademads, este comportamiento no mejora
demasiado usando ventanas de banda ancha. Esto muestra
que un polinomio cuadriatico es un modelo demasiado
simple como para describir al sincrofasor en condiciones
de frecuencia no nominal, lo cual se debe simplemente al
hecho de que la aproximacién de minimos cuadrados de
la sefial {€/°"} con un polinomio de grado L = 2 no es
suficientemente buena. Por lo tanto, concluimos que L = 3
representa efectivamente una buena relacién de compromiso
entre el sesgo y la varianza del estimador, o bien, la exactitud
y la complejidad del modelo.

x10°% x10°%

FE [H]
o - M w & o
T
I
FE [H]
o - M w & o

5 0 5 5 0 5
Af [Hz] Af [Hz]
(@B=0 (b) g =2
5 x10° 5x10°
4 4
&3 I
g2 B2
1 1
% 0 5 % 0 5
Af [ Af [Hz]
(c)B=4 (dB=6
5 x10° 5 x10°
4 [ 4
EE) 3
He 2
1 1
% 0 %
Af [He]
() B=238

Fig. 4: FE para el estimador de Taylor-Fourier con L = 2
para distintas ventanas de Kaiser.

Existen otras variaciones y extensiones interesantes del
estimador TFT que presentamos brevemente a continuacion.
En el articulo [27] se ha propuesto referenciar el modelo de
Taylor-Fourier a una frecuencia distinta a la nominal, que
debe ser estimada previamente, para mejorar su compor-
tamiento en los casos en que la frecuencia difiere notable-
mente de la frecuencia nominal. En particular, se propone
realizar una estimacioén en dos etapas. En la primera etapa,
se estima la frecuencia fundamental de la sefial mediante el
algoritmo IpDFT, descripto en la Seccién III. En la segunda
etapa, se estima el modelo de fasor dindmico pero referido
a la frecuencia hallada en el paso anterior en lugar de la
frecuencia nominal.

Otra generalizacién de los estimadores de Taylor-Fourier
se basa en el concepto de lazos de enganche de fase (PLL)
[28]. En dicho caso, se utiliza un modelo de la forma

L
Yn = ZXmleje" +v,, nEN,
1=0

(52)

L . . .
donde 6, =3, m,knl es un polinomio cuyos coeficientes
7, varfan con el nimero de bloque k£ en forma recursiva.
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Una posible estrategia de adaptacion que se sugiere en [28]
es utilizar los coeficientes de la fase hallados a partir de la
estimacién del vector X en el bloque (k — 1)-ésimo como
innovaciones para actualizar los coeficientes del polinomio
de fase en el bloque k-ésimo. La ventaja de este enfoque
es que permite referenciar el modelo no solamente a una
frecuencia no nominal sino también a derivadas de fase
superiores no nulas. Por ejemplo, para L = 2, el método
permite referenciar el modelo a una ROCOF no nula, lo cual
es ttil en condiciones dindmicas. Luego, la aproximacion
polinémica se hace solamente sobre el remanente del fasor
dindmico que no se puede modelar como una exponencial
compleja con fase cuadratica.

Finalmente, debemos notar que es posible extender
el modelo de Taylor-Fourier para incluir componentes
armonicas y, si se estiman previamente sus frecuencias medi-
ante algiin método como la IpDFT, también interarmonicas
[29]. En este caso, la sefial estard compuesta por M + 1
componentes de Taylor-Fourier centradas en las frecuencias
V., €8 decir

M L

Tn= Y Y Ximnle " 4 uy,

m=0 [=0

neN. (53)

Notar que para las componentes armoénicas tenemos la
siguiente relacién entre las frecuencias: v, = (m + 1)vg.
En forma vectorial, este modelo se puede escribir como
x = AX + u, donde A = [D(v)N D(vy)N]|.
Cuando realizamos la demodulacién de la frecuencia nom-
inal vy, obtenemos el modelo de la sefial y como

y=BX+v, (54)

donde

B=D"(n)A=[N D(vy — )N . (55)

Nuevamente podemos definir el estimador de Taylor-Fourier
como la solucion WLS de este problema, de modo que
obtenemos

X = (B¥B)"'B"X = HX, (56)
donde ahora el vector de pardmetros es X =
(X005, X1,0,X0,1--- Xrm)T. Cabe notar que la

matriz H puede precomputarse solamente para el modelo
a frecuencia nominal con una cantidad prefijada de
armonicas. En dicho caso, la complejidad del algoritmo
crece linealmente con la dimension del vector de pardmetros,
es decir, (M + 1)(L + 1). Si bien es posible aplicar las
generalizaciones del estimador TFT de una componente
a este caso mas general, hay que notar que el costo
del algoritmo crece muy rdpidamente con el niimero de
componentes del modelo. Por ejemplo, la matriz que
hay que invertir en la Ec. (56) es una matriz compleja de
(M+1)(L4+1)x(M+1)(L+1), de modo que la complejidad
computacional® crece como O([(M +1)(L+1)]?). Ademds,
como se discutié previamente, existen otro problemas atin
mds serios que ocurren cuando la cantidad de pardmetros
a estimar es similar a la cantidad de muestras del bloque

9Una forma habitual de resolver un sistema lineal que involucra una
matriz hermitiana definida positiva es mediante la descomposicién de
Cholesky.
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de datos. Por un lado, cuando el modelo es demasiado
complejo, tenemos un problema de overfitting. Por otro
lado, para que la matriz BB esté bien condicionada
debemos tener (M + 1)(L + 1) <« N. Esta restriccién
muestra que no es factible utilizar este método con bloques
cortos. Una implementacion mas eficiente del método, que
explota el hecho de que solamente se deben estimar los
primeros L + 1 pardmetros de X, y provee adaptacion de
la referencia de frecuencia, se presenta en [30]. Atln asi,
cuanto mas detallado es el modelo de la sefial (determinado
por el grado de los polinomios de Taylor-Fourier y la
cantidad de componentes del modelo), mds costoso es el
algoritmo.

V. METODOS BASADOS EN EL DISENO DE FILTROS

Una limitacion evidente de los algoritmos basados en el
modelo de Taylor-Fourier es que tienen un comportamiento
pobre ante cambios abruptos en la amplitud y/o fase del
sincrofasor, pues la aproximacién polinémica de una funcién
con discontinuidades presenta un sobrepico fundamental por
el clasico fendmeno de Gibbs [31]. Esto motiva buscar otro
enfoque que no dependa de un modelo tan restrictivo para
resolver el problema de estimacién de sincrofasores. En este
sentido, podemos decir que los métodos que se discuten en
esta seccidn, basados en criterios de disefio de filtros, no
estdn ligados a un modelo particular. Recientemente, se han
propuesto criterios de disefio de filtros para estimacién de
sincrofasores, frecuencia y ROCOF basados en restricciones
en el dominio de la frecuencia [32], [33], que dan por
resultado mdscaras espectrales. Dichas mdscaras espectrales
pueden utilizarse luego como base para el disefio de fil-
tros, por ejemplo, mediante el clasico algoritmo de Parks-
McClellan [15]. Sin embargo, la gran limitaciéon de estos
criterios es que no incorporan explicitamente los requisitos
que se tienen en el dominio temporal, lo cual significa que
la formulacién del problema en ambos casos es incompleta.
Una formulacién completa del problema de estimacién del
sincrofasor y sus derivadas, lo cual permite obtener la
frecuencia y la ROCOF con ecuaciones similares a las Ecs.
(46) y (47), con restricciones en el dominio del tiempo y
la frecuencia fue presentada en los trabajos [26], [34]. La
idea bdsica es que el problema de los disefios de los filtros
se puede expresar como un programa de optimizacién semi-
infinita (SIP) [35]. Los SIPs son problemas de optimizacién
que involucran una cantidad finita de variables pero una
cantidad infinita de restricciones [36]. Concretamente, un
problema SIP en general se puede escribir como

f(x)

subject to  gr(x,yx) <0,

min
xX
ykEYk, /i‘:l,...7[)7

(57

donde x € R™ son las variables de optimizacién, Y, C R™*
son conjuntos infinitos (tipicamente se asume que ademas
son compactos), f : R™ — R es la funcién costo, y gy :
R™ x Y}, — R son las funciones de restriccién del problema.
El conjunto de factibilidad del problema es

F={xeR": gp(x,yx) <0 para todo y\ € Y,k =1,...,p}.

(58)
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En particular, si f y g, (para cada yj € Y%) son funciones
convexas de x, decimos que tenemos un programa convexo
semi-infinito (CSIP) y el conjunto F' es convexo. Esta es la
clase de problema que nos interesa y tiene la siguiente im-
portante propiedad: un minimo local es también un minimo
global [37]. Obviamente esto impacta fuertemente en las
propiedades de convergencia de los algoritmos que resuelven
problemas CSIP. Existen diversos solvers para resolver este
tipo de problemas de optimizacién [38], [39].

En nuestro problema, usamos un banco de filtro difer-
enciador que consiste de tres filtros de fase lineal H,(v),
i =0,1,2 [26], [34]. El primer filtro, Hy(v), que se utiliza
para obtener el estimador del sincrofasor, se elige como un
filtro FIR tipo I, para producir una respuesta en amplitud par
y un retardo de grupo entero. Del mismo modo, el segundo
filtro, H1(v) , que es un filtro diferenciador de primer
orden, se elige como un filtro tipo III para producir una
respuesta en amplitud impar y un retardo de grupo entero.
Finalmente, el tercer filtro, H2(v), que es un diferenciador
de segundo orden, nuevamente se elige como un filtro tipo
L. Sin pérdida de generalidad, consideramos que los 6rdenes
de los filtros son todos iguales a N — 1. Las expresiones
para las respuestas en amplitud son entonces

Ai(v) =gl (W)ai,  i=0,12,
donde go(v) = [l,cos(v),...,cos(Rv)]T, gi(v) =
[sin(v),...,sin(Rv)]T, ga(v) = go(v), y nuevamente R =

(N —1)/2. Los vectores a; representan los coeficientes del
filtro en la representacién de fase lineal [15].

Claramente, en nuestro caso, las variables de optimizacién
son los coeficientes a; de los filtros. Como se sefiala en
los trabajos [26], [34], si se plantea el problema del disefio
de los filtros A;(v) en forma secuencial, se obtienen tres
programas CSIP, uno para cada filtro. La eleccién de las
funciones costo para los problemas que se propone en [26]
es

fiai) = M| A = AR[S o + (=2 Al g, . (59)

donde i = 0,1,2, y 91,92 C [—m, 7] son conjuntos de
frecuencia dados. Tipicamente €2; es la unién de la banda
de paso y la banda de transicién de los filtros, y 29 es la
banda de rechazo. Las funciones A4 son las respuestas en
amplitud ideales de cada filtro en la banda de paso, es decir,
Ail(v) =1, A (v) = %,y A (v) = —%,. Ademds, los
pardmetros \; € [0, 1] se definen de acuerdo a la relacién de
compromiso deseada entre la distorsion de la sefial de interés
y la reduccién de la energia de las sefiales de interferencia y
el ruido. Notar que las funciones costo f;(-) son funciones
cuadréticas convexas en a;, de modo que se pueden escribir
como fi(a;) = al P;a;+qla;+r;, donde P; son matrices
semidefinidas positivas. Esta familia de funciones costo es
muy general. Por ejemplo, si tomamos A; = 0y Qo
[—7, 7], obtenemos que la funcién costo es proporcional a
la potencia de ruido a la salida de los filtros, de modo que
estarfamos minimizando la contribucién del ruido al error.
Las restricciones del problema estin formuladas detal-
ladamente en el trabajo [26]. Aqui, con el fin de ilustrar
el enfoque CSIP, presentaremos algunos ejemplos de la
formulacion de las restricciones semi-infinitas. Por ejemplo,
una gran limitacion del estimador cldsico de la DFT consiste
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en su comportamiento pobre en condiciones de frecuencia
no nominal, tal como se discutié ampliamente en la Seccién
II. Cuando se contempla que la sefial tiene una frecuencia
no nominal, tenemos el modelo de sefal y, = Xedon,
donde ¢ pertenece al conjunto de frecuencias de la banda de
paso €. Si forzamos al TVE a estar acotado por una cota
superior TVEgr,, relacionada con pero no necesariamente
igual al limite del Std., obtenemos la siguiente restriccién
convexa semi-infinita:

TVE = ‘AQ((S) — 1| < F[\’ESTA7 = Qpb- (60)

En forma similar, si evaluamos el FE e imponemos que
sea menor a cierto valor, digamos FEgra, obtenemos la
restriccion semi-infinita

1 A(9)
Tom |Ay(6) T

Cabe notar que en esta expresion, la respuesta en amplitud
A} (parametrizada por aj) representa la solucién del prob-
lema de optimizacién correspondiente al filtro Ay, que se
debe resolver previamente para poder plantear el problema
de optimizacidon correspondiente al filtro A;. La restriccién
anterior es del tipo convexa semi-infinita en los coeficientes
ay. Por ultimo, tal como se menciond en la Seccién 1V, el
RFE es exactamente nulo para este modelo de sefal, por el
hecho de que los filtros H; son de fase lineal. Por lo tanto,
no es necesario imponer ninguna restricciéon sobre A, para
este test.

Otra restriccién que es interesante presentar es la que se
obtiene cuando se consideran los tests de saltos en fase y
amplitud que aparecen en el Std. [4], pues esta es la gran
limitacién que tienen los algoritmos basados en TFT y es
una de las grandes motivaciones para utilizar el enfoque
CSIP. Comenzamos considerando un salto en amplitud y
luego uno en fase. El modelo de sefial para un salto en
amplitud es

0

< FEgra, XS Qpb- 61)

yn = X[n] = X(1 + Aauln]), neN,

donde u[n] es el escalén unitario, y Aa es el salto en am-
plitud. En este caso, la estimacion del fasor es simplemente

X[n] = X (Ao(0) + Aaso[n)), nenN, (63)

donde sg[n] es la respuesta al escalén del filtro Ag. Supong-
amos, por simplicidad, que el salto es positivo: Aa > 0. El
caso Aa < 0 se puede tratar en forma similar. Luego, el
sobrepico en amplitud (AO) en este caso se puede escribir
como

(62)

o o XDl X
n=0,...,R | X [n]|
— ax (A0(0) + Aasp[n]) — (1 4+ Aa) R
n=0,...,R 1+ Aa
donde A¢(0) = gl(0)ag y so[n] = ulln]ag, con
(wo[n))k, = w para kg = 0,..., R. Luego,

la restriccion AO < AO;,,x se puede expresar facilmente
como R+1 restricciones lineales en ag, que son por supuesto
compatibles con el enfoque CSIP. Del mismo modo, para un
salto en fase tenemos el siguiente modelo de sefial

Yn = X[n] = XeIA%ulMl - ne N, (65)
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donde A¢ es el salto en fase. En este caso, el estimador
dentro del bloque de datos se puede escribir como

X[n] = Xvi[n]ag, neN, (66)
edAdulntkol | piAduln—ko]
E%A¢u[n+k‘1]_ejAd>u[n—k1] 2

v v 3 o (v ]k,
el Apulntka] | piAdu[n—ksy]

5 , koyko =0,...,R, k1 =1,...,R.
Consideremos nuevamente un salto positivo, A¢ > 0,
para simplificar la presentacion. El sobrepico en fase (PO)
entonces se puede escribir como

/X [n) — ZXn]
A¢

donde

(V{I [nDkl

s

(V6 [n])x

Zvinlag — Ag
Ao ’

(67)

Desafortunadamente, la restriccion PO < POp,.x pro-
duce restricciones no convexas. Sin embargo, notando que
Zvil[n]ag oscilard en un pequefio entorno alrededor de
A¢ luego del salto, podemos relajar la restriccion, reem-
plazéndola por

Im{vi[n]}ag < tan[A¢(1 4+ POpay)] Re{vi [n]}ag,
(68)

paran = 0,...,R, que son R + 1 restricciones lineales
ordinarias en ag. Estas formulaciones permiten entonces
controlar precisamente, mediante los pardmetros AO.x ¥
POynax, los sobrepicos en amplitud y fase cuando ocurren
cambios abruptos en dichos pardmetros, lo cual es una
solucién al fendmeno de Gibbs que se presenta en los es-
timadores basados en TF. Para demostrar esto, presentamos
en la Fig. 5 la respuesta a un salto en fase de un estimador
CSIP y un estimador TFT de dos ciclos. El estimador
CSIP fue disefiado para satisfacer los requisitos del estandar,
mientras que para el estimador TFT se utiliz6 una ventana
rectangular (o ventana de Kaiser con 8 = 0) pues con
B > 0 el estimador presenta un ancho de banda excesivo. La
diferencia en el sobrepico de ambos estimadores es notable.
De hecho, el sobrepico del estimador CSIP es despreciable
(estd en el orden de 107'°%), mientras que el estimador
de TFT presenta un sobrepico igual a 8,02%, que excede
considerablemente al limite del 5% que establece el Std. para
el PMU clase P. Este es un claro ejemplo de los beneficios
de incluir explicitamente las restricciones del problema en
la etapa de disefio.

=0.2 fi—CsIP
g —TF i
© - Escalén de fase
B0.1+¢
£
g
o O
1]
R I I
4.96 4.98 5.02 5.04

Fig. 5: Respuesta a un salto en fase de 7/18 rad. de los
estimadores CSIP y TFT.

Es interesante observar que los estimadores que se ob-
tienen con el banco de filtros diferenciador disefiado con
un enfoque CSIP son generalizaciones de los estimadores
DFT, WDFT, TF, y WTFE. A continuacién mostramos
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explicitamente esta conexién. Comencemos notando que
todos los estimadores se pueden interpretar como la re-
spuesta de filtros FIR, de modo que en general se pueden
parametrizar por uno o mds vectores h;. Los estimadores
DFT y WDFT se pueden parametrizar por un tnico vector
hy. Recordemos de la Seccién III que el estimador DFT es
un estimador lineal insesgado de minima varianza para el
modelo de fasor constante. Cuando se tiene ruido blanco,
la potencia de ruido a la salida es proporcional a ||hg|%.
Luego, el estimador de la DFT se puede obtener como la
solucidén del siguiente problema de optimizacidn:

. h 2
min |[ho

sujetoa  Ho(0) =hl1=1, (69)
como puede verificarse facilmente [13]. Del mismo modo,
el estimador WDFT se puede interpretar como un estimador
lineal insesgado de minima varianza cuando la matriz de
covarianza 3 del ruido v es modelada como una matriz
diagonal y donde las varianzas satisfacen'® 02 = 1/w,,. De
este modo, la interpretacion estadistica de la WDFT es que
las muestras que son pesadas mas fuertemente son muestras
de varianza pequefla y vicecersa. Luego, la WDFT es la
solucién del siguiente problema de optimizacion

min hi Zh
ho

sujeto a  Ho(0) =hl1 =1, (70)
donde ¥ = W' = diag({w;,'}). Cabe notar que en este
planteo uno podria usar incluso informacién de correlacién
entre distintas muestras del ruido si se conociera o estimara
previamente, lo cual generaliza la WDFT. La solucién en

general serd!!

»'1
Po = pryy 7y
de modo que el estimador es
P 171y
X =hly= , 72
0Y szfll ( )

que generaliza a la Ec. (33).

Consideremos ahora el estimador TF, que también es un
estimador lineal insesgado y de minima varianza, pero para
un modelo de fasor polinémico. En este caso, el estimador
queda determinado por L+1 filtros, de modo que la variable
de optimizacién es una matriz H = [ho, ..., h]. Para que
el estimador X = H Ty sea insesgado, debemos pedir que
E[X] = X para cualquier X € CL*!. Entonces, obtenemos
la condicién

H'N =1 (73)
Por otro lado, notar que la potencia total de ruido a la

salida del banco de filtros diferenciador es proporcional
a |hg|?>+ ...+ |hy|? = Te(H' H). Luego, los filtros

10Esta correspondencia tiene sentido pues generalmente se utilizan
ventanas positivas, es decir, tales que wy, > 0 para todo n € N.

""La misma puede hallarse facilmente mediante el método de multipli-
cadores de Lagrange.

ISSN 2525-0159

89

de Taylor-Fourier son soluciones al siguiente problema de
optimizacion:

min Tr(HT H)

H

sujeto a HTN =1T. (74)

Andlogamente a la generalizacion que se planted para inter-
pretar al estimador WDFT, el estimador WTFT se obtiene
resolviendo el siguiente problema de optimizacién, que
generaliza el problema anterior
min Tr(HTXH)
H
sujeto a HTN =1, (75)

donde en este caso hacemos la asociacién & = (W7 W)~L.
De hecho, la solucién a este problema es'?

H="'N(NT"s'N)!, (76)
lo cual produce los estimadores
X =(NTS'N)"'NTx 1y, (77)

que generaliza la Ec. (48). Por ultimo, es interesante no-
tar que los problemas (74) y (75) se pueden desacoplar
facilmente en L + 1 problemas independientes, lo cual
permite optimizar la resolucién del problema en una forma
similar a la que se plantea en [30].

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado un resumen de algunos
de los estimadores de sincrofasores mds importantes que se
han desarrollado desde que el problema cobré interés en
los afios 80 y, mds importante aun, la conexién entre ellos.
En primer lugar, analizamos los algoritmos mds simples
basados en un modelo de fasor constante y, en forma
mds general, en un modelo de fasor polinémico. Luego,
presentamos los estimadores CSIP, un enfoque novedoso
basado en optimizacién semi-infinita convexa que ofrece
una gran flexibilidad de disefio. Concretamente, permite
incluir precisamente las restricciones que debe satisfacer el
sistema en el dominio del tiempo y de la frecuencia. En
particular, esto permite controlar tanto el comportamiento
del estimador en frecuencia no nominal, como los sobrepi-
cos, de modo que resuelve los problemas que afectan a los
estimadores basados en la DFT y la TFT. Hemos finalizado
el trabajo mostrando que existe una conexion, a través de
la formulacién de problemas de estimacién de cuadrados
minimos con distintas restricciones, entre los estimadores
DFT, WDFT, TF, WTF, y CSIP. Se espera que en el
desarrollo futuro de los estimadores de sincrofasores, se
propongan diversos esquemas adaptivos partiendo de filtros
prototipos disefiados con el enfoque CSIP, con el fin de
relajar las restricciones del problema original en pos de
un mejor desempefio en general. En el presente estamos
trabajando en esta temadtica interesante.

12Nuevamente el problema se puede resolver mediante multiplicadores
de Lagrange, planteando en este caso una matriz A de multiplicadores de
Lagrange. La funcién de Lagrange en este caso seria, por ejemplo,

L(H,A) =Tri(HTSH) + Te(A(I - HTN)).
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